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2.1波动方程

• 三大方程
a. 质量守恒方程

b. 欧拉方程

c. 绝热状态方程

• 速度的定义

t





   


v

1
p

t 


    



ν
v v

'

0

S

p
p p 



 
   

 

'
2

'

S

p p
c

 

 
 

 

假设密度与空间无关

线性近似，保留一阶项

'

0p p p  '

0   



2.1波动方程

• 三大方程
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2.1线性波动方程

• 关于声压的波动方程（第一式对时间求导，结合第二式）

• 关于质点速度的波动方程（利用3式消掉 ）

• 关于速度势（ ）的波动方程

•

• 关于位移势（ ）的波动方程
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2.1线性波动方程

• 声压和速度的关系（证明见）

• 位势和声压的关系（证明见）
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2.1线性波动方程

• 声源表达式（ 是体积注入函数）

• 一般边界条件是声压和位移（或速度）连续，位移势和速度势不
连续
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2.2亥姆霍兹方程

• 对上式进行傅里叶变换

• 亥姆霍兹方程（其中 ） 
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2.2无声源的亥姆霍兹方程

• 影响求解的因素
a. 问题的维数
b. 介质的波数变化
c. 边界条件
d. 声源-接收器分布
e. 频率和带宽



2.3均匀介质

• 均匀介质，波数为常数k，求解方程

• 建立坐标系（显然，根据源的形状进行选择）求解



2.3.1坐标系（平面）

• 平面波，直角坐标系

• 无限、均匀线状声源产生的声场

• （其中源与z轴重合）



2.3.1坐标系（柱面）

• 无限、均匀线状声源产生的声场

• （其中源与z轴重合）

• 解为

• 汉克尔函数表示

渐近形式 发散的柱面波

汇聚的柱面波



2.3.1坐标系（球面）

• 全向点源产生的声场

• 解为
发散的球面波

汇聚的球面波



2.3.2无界介质中的声源

• 点源为半径为a的小球

• 条件：球面位移为 ，变换到频域为

• 求解位移势方程，要求

• 只有发散的球面波，则解为

• 位移场为
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2.3.2无界介质中的声源

• 只有发散的球面波，则解为

• 位移场为

• 定义声源强度（声源在频率 下产生的体积注入幅度）：
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2.3.2无界介质中的声源（格林函数的引入）

• 非齐次亥姆霍兹方程

• 其解称之为格林函数

• 因此，上述点源解（ ）可以看作是如下方程的解： 
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2.3.2格林函数的性质

• 互易原理

• 数学解释？



2.3.3有界介质中的声源

• 介质体积为 ，界面为 ，边界条件 指定。声场由分布在
体积内的体积力产生，位移势满足的方程为

• 非齐次方程的解为齐次解和非齐次解叠加

• 齐次解对应的方程

V S V 0S

非齐次解（特解） 齐次解



2.3.3有界介质中的声源

• 非齐次方程的解为齐次解和非齐次解叠加

• 总的格林函数为

• 交换 和 ，并积分得

非齐次解（特解） 齐次解

r 0r



2.3.3有界介质中的声源

•格林定理：

d dV    A S A

 u u u       v v v

此处的格林函数是广义格林函数，含有齐次解



2.3.4液体半空间中的点源

• 齐次解和特解分别计算（方法1）

• 运用格林定理：
a. 位势与声压的关系： 边界压强为零意味着位势为零，格林

函数可以简化为

b. 对于单个点源，取 ，若广义格林函数满足

c. 显然，下面的广义格林函数满足

   2p  r r



2.3.4液体半空间中的点源

• 齐次解和特解分别计算（方法1）

• 运用格林定理：

a. 对于单个点源，取 ，若广义格林函数满足

b. 显然，下面的广义格林函数满足
与镜像法计算结果一致！



2.4分层介质和波导（积分变换法）

• 海洋环境
a. 突变，海底处和海底内部不同地质层的界面处
b. 海水中声速连续变化

• 简单的海洋环境离散模型：
水平分层的波导，即与距离无关的波导



2.4分层介质和波导（平面传播问题）

• 无线长线状声源，与叠层平行
a. 直角坐标系
b. z轴与叠层垂直
c. y轴与线源平行
d. 声场与y无关

• 线源处于 位置

水平分层的波导，即与距离无关的波导

   , 0,x z z

此处表明波数与深度有关（环境参数不同）



2.4分层介质和波导（平面传播问题）

• 应用傅里叶变换

• 得到

水平分层的波导，即与距离无关的波导



2.4分层介质和波导（平面传播问题）

• 深度分离的波动方程

• 解为

• 边界条件

左边与右边有什么不同点？
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2.4分层介质和波导（轴对称传播问题）

• 单个点源
a. 柱坐标系
b. z轴通过声源
c. r轴与界面平行

• 汉克尔变换对

• 柱坐标系下的深度分离的波动方程

与直角坐标结果类似！



2.4例子（液体半空间中的点源，平静海面）

• 单个点源
a. 柱坐标系
b. z轴通过声源
c. r轴与界面平行

• 汉克尔变换对

• 齐次解为



2.4例子（液体半空间中的点源）

• 辐射条件

• 特解为

• 根据如下的波动方程求得特解系数  rA k



2.4例子（液体半空间中的点源）

• 索末菲-威尔积分

• 点源声场分解
a. 水平方向（r）：柱面波
b. 竖直方向（z）： 平面波， 指数规律衰减rk k rk k



2.4例子（液体半空间中的点源）

• 与深度有关的点源格林函数

• 特点

• 辐射谱和渐消谱
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2.4例子（液体半空间中的点源）

• 波动方程求解

• 边界条件

• 解为

• 极小极大值



2.4例子（液体半空间中的点源）

• 波动方程解

此方法与第一章的方法产生的结果是否相同？



2.4.3反射与透射

• 声场单独与海底的相互作用

• 上半空间（有点源）齐次解

• 下半空间齐次解

• 上半空间的场由齐次解和特解构成

• 垂直位移的连续性和声压的连续性



2.4.3反射与透射

• 声场单独与海底的相互作用

• 上半空间（有点源）齐次解

• 下半空间齐次解

• 上半空间的场由齐次解和特解构成

• 垂直位移的连续性和声压的连续性

并不是真正意义上的平面波，
只是分解成平面波



2.4.3反射与透射（硬海底）

• 声场单独与海底的相互作用



2.4.3反射与透射（软海底）

• 声场单独与海底的相互作用



2.4.3点源声场

• 波数域解

• 波数积分



2.4.4理想液体波导

• 模型（压力释放海面和海底）

• 镜像法

• 积分变换法



2.4.4理想液体波导

• 镜像法



2.4.4理想液体波导

• 积分变换法

• 边界条件（上底和下底压力为0）



2.4.4理想液体波导

• 积分变换法

• 边界条件（上底和下底压力为0）



2.4.4理想液体波导

• 积分变换法

• 奇点

• 积分变换



2.4.4理想液体波导

• 积分变换法

• 奇点

• 积分变换

留数定理



2.4.4理想液体波导

• 简正波



2.4.4理想液体波导

• 波导中的声场

• 模式干涉

• 振荡周期



2.4.5匹克利斯（Pekeris）波导

• 问题求解
a. 海水中

b. 海底中辐射条件

• 边界条件



2.4.5匹克利斯（Pekeris）波导

• 问题求解
a. 海水中

b. 海底中辐射条件

• 边界条件

• 极点（poles）：右式行列式为零的点



2.4.5匹克利斯（Pekeris）波导

• 极点（poles）：右式行列式为零的点

• 上式存在实数解的条件

• 近似模式解



2.4.5衰减

• 衰减形式



作业

• 2.2,2.4,2.6,2.7,2.8,2.9,2.10,2.11


